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Exercice 1 : Méthode d’Euler explicite
1. Lemme de Gronwall : Soit f € C([0,T],R), telle que pour tout ¢ € [0, 7]

t
f<a+d [ 7Ok (@eRb>0)
0
Montrer que
f(t) < ae.

2. Soit F': [0,T] x R™ — R™, continue , «-lipschitzienne par rapport a la seconde variable, et
bornée.

On définit x,,: [0, 7] — R™ comme 'unique fonction telle que pour tout ¢ €]kT/n, (k+1)T/n|,
T kT kT kT
n n n n

(a) Montrer qu’il existe M > 0 tel que sup||z,(¢)| < M

n,t

x(0) = o donné.

(b
(c

) Montrer que z,, est de Cauchy pour la norme uniforme.
)

Justifier que la limite obtenue est 'unique solution du probléme de Cauchy :

{x’(t) = F(t,z(t))

Quelques considérations plus générales sur les méthodes & un pas
On considére une E.D.O. (Equation Différentielle Ordinaire)

y'(t) = ft,y(t), (1)

avec y: [0,T] — R, f:]0,T] x R — R d’une régularité suffisante.
On note (0 =tg <t <--- <ty =T) une subdivision réguliére de [0, 7], et on pose h le pas.
On considére des méthodes numériques a un pas, c¢’est-a-dire s’écrivant sous la forme :

Yn+l = Yn + hq’(tmymh), 0<n<N, (2)

Yn est une valeur approchée de y(t,,). yo est donné.
®: [0,7] x R x [0,0] — R est supposé continue.
On note z: [0,7] — R une solution exacte de (1).
Le réel e, défini par



en = 2(tnt1) — 2(tn) — h®(tn, 2(tn),h), 0<n <N (3)
s’appelle erreur de consistance pour z.

On introduit alors la notion de consistance, et d’ordre :

Définition 1 (Consistance) La méthode (2) est consistante avec (1) si, pour toute solution z de
(1), on a

N-1
Z len| — 0 lorsque h + |yo — 2(0)] — 0.
n=0

Définition 2 (Ordre) Soit p > 0. On dit que la méthode (2) est d’ordre p si, pour toute solution
exacte z de (1), il existe C' tel que

len| = ChPTL 0<n<N.

Exercice 2 : CNS de consistance
Soit z une solution de (1), montrer que la méthode (2) est consistante avec (1) si, et seulement si,

®(t,y,0) = f(t,y), powr 0<t< T, yeR.

Définition 3 (Stabilité) On dit que la méthode (2) est stable s’il existe une constante S telle que
pour tout N € N, et toutes suites (yn)0<n<n) €t (Un)o<n<ny verifiant (2) et (2) perturbée :

Yntl = Yn + h@(tn,yn,h), gn—}-l = 37n + hq)(tnvgmh) +en, 0<n <N,

on ait
N-1
OgbagXan —Un| < S <|y0 — Yol + z:o 571’) :
n—=

Exercice 3 : Lemme de Gronwall
On suppose que les suites (ep,)o<n<n €t (0n)o<n<n Vvérifient 6, > 0 et 0,41 < (1 + Ah)O, + |enl,
0 <n < N . Montrer que

n—1
0, < Opeltn + Z eAltntir)) |,
=0
En déduire que

N-1
max 0, < e [ 0 + E =
o<n<N o

7=

Exercice 4 : Condition suffisante de stabilité
On suppose que @ est lipschitzienne en son deuxiéme argument, ¢’est-a-dire qu’il existe A > 0 tel
quepour 0 <t <T,0<h<d,y,z€R, ona:

|®(t,y,h) — ®(t,z,h)| < Aly — z|.

Montrer que la méthode (2) est stable. Donner la constante de stabilité.
Exercice 5 : Stabilité et consistance entraine convergence
On suppose que la méthode (2) est stable et consistante (d’ordre p). Montrer que

tn) — | h — )
max [2(tn) = gn| —> 0 lowsaue b+ [yo = 2(0)] — 0



