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Exercice 1 : Méthode de Newton en 1D [Crouzeix, Pommelet]

Soit [a, b] un intervalle borné de R et f ∈ C2([a, b],R). On suppose qu’il existe x̃ ∈ [a, b] tel que
f(x̃) = 0 et que pour tout x ∈ [a, b], f ′(x) 6= 0. Pour x0 ∈ [a, b], on définit

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
.

1. Montrer qu’il existe ǫ > 0 tel que pour tout x0 ∈ [x̃ − ǫ, x̃ + ǫ], la suite (xn)n∈N converge
vers x̃ et il existe une constante C telle que pour tout x0 ∈ [x̃ − ǫ, x̃ + ǫ] et tout n ∈ N,
|xn+1 − x̃| 6 C|xn − x̃|2 (convergence quadratique).

2. L’équation arctanx = 0 a une unique solution x̃ = 0. Montrer que la convergence de la méthode
de Newton n’est pas globale pour

{

x0 ∈ [−5, 5]
xn+1 = xn − (1 + x2n) arctanxn.

3. On suppose que f ′′ ne change pas de signe sur [a, b], par exemple, pour tout x ∈ [a, b], f ′′(x) > 0.
Montrer que pour tout x0 ∈ [a, b] tel que f(x0) > 0, la suite (xn)n∈N est monotone et converge
vers x̃.

Indication : montrer que pour tout n ∈ N, f(xn) > 0. Remarque : l’exemple de la question b) est un
cas ou f ′′ change de signe et on n’a pas de convergence globale.

Exercice 2 : Newton en dimension N [Chambert-Loir, Fermigier]

1. Soit f : Rn −→ R
n, différentiable sur un ouvert conxeve Ω. On suppose qu’il existe γ > 0 tel

que pour tous x et y dans Ω :

‖f ′(x)− f ′(y)‖ 6 γ‖x− y‖.

Montrer que pour tous x et y dans Ω :

‖f(x)− f(y)− f ′(y)(x− y)‖ 6
γ

2
‖x− y‖2.

Soit x0 ∈ R
n, r > 0, B = B(x0, r) = {x ∈ R

n / ‖x− x0‖ < r}.

On considère la méthode de Newton :

xn+1 = xn − f ′(xn)
−1f(xn).

On fait les hypothèses :
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(a) ∀x, y ∈ B, ‖f ′(x)− f ′(y)‖ 6 γ‖x− y‖

(b) ∀x ∈ B, f ′(x) est inversible et ‖f ′(x)−1‖ 6 β

(c) α = ‖x1 − x0‖ <
2r

2 + βγr

2. Montrer, par récurrence sur n > 0, que xn ∈ B et ‖xn+1 − xn‖ 6 αh2
n−1, où h < 1 à préciser.

3. Montrer que la suite (xn)n>0 converge vers un ξ ∈ B tel que f(ξ) = 0 et que :

∀n ‖xn − ξ‖ 6 α
h2

n−1

1− h2n−1

Exercice 3 : Inversion d’une matrice par la méthode de Newton [Héron, Issard-
Roch, Picard]

Soit A ∈ GLn(R). On souhaite appliquer la méthode de Newton à

f : GLn(C) → Mn(C)
M → M−1 −A

(f(M) = 0 équivaut à M = A−1) ce qui conduit à la suite :

{

A0 ∈ GLn(C)
Ak+1 = 2Ak −AkAAk

Remarque : cette suite est bien définie mais pour être une application de la méthode de Newton (cad
s’écrire Ak+1 = Ak − f ′(Ak)

−1f(Ak)), il faut que Ak appartienne a l’ensemble de définition de f , ce
qui n’est pas évident a priori.

1. Montrer que la suite (Ak)k∈N converge vers A−1 si et seulement si ρ(I −AA0) < 1.

2. Montrer que si ρ(I −AA0) < 1 alors pour tout k ∈ N, Ak ∈ GLn(C).

3. Soit A0 =
A∗

‖A‖‖A∗‖ où ‖.‖ est une norme matricielle quelconque. Montrer que (Ak)k∈N converge

vers A−1.

La méthode de Newton a un inconvénient : elle utilise f ′. Les méthodes de type interpolation présen-
tées dans les deux exercices suivants évitent ce recours à f ′.

Exercice 4 : Méthode de fausse position [Stoer Bulirsch p307]

Soit [a, b] un intervalle borné de R et f ∈ C2([a, b],R). On suppose que f(a) < 0, f(b) > 0, f est
monotone sur [a, b] et f ′′ > 0 sur [a, b]. On définit (xk)k∈N par

{

x0 = a
xk+1 = racine du polynôme P de degré 1 tel que P (xk) = f(xk) et P (b) = f(b).

Montrer que pour tout k ∈ N, f(xk) 6 0. En déduire que (xk)k∈N est croissante et converge vers un
zéro de f .
Remarque : Le théorème de point fixe standard permettrait d’obtenir une convergence locale, l’énoncé
précédent est plus fort.
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Exercice 5 : Calcul approché des racines d’un polynôme [Stoer Burlisch]

Soit λ1 < · · · < λr ∈ R, m1, · · · ,mr ∈ N
∗

On veut calculer les racines du polynôme P défini par :

P =
r
∏

i=1

(X − λi)
mi .

Pour x0 ∈ R, la méthode de Newton consiste à considérer la suite donnée par :

xn+1 = xn −
P (xn)

P ′(xn)
.

On suppose que x0 > λr

1. Montrer que (xn)n>0 est strictement décroissante et converge vers λr.

2. Montrer que
– Si mr = 1, montrer que pour tout c > 0, |xn − λr| = o(cn)

– Si mr > 1, montrer qu’il existe c 6= 0, |xn − λr| ∼
n→+∞

c

(

1−
1

mr

)n

3. Proposer une méthode pour calculer les racines d’un polynôme dont on sait qu’il a toutes ses
racines réelles.
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